Concursul Vranceanu — Procopiu,
Baciu, 26 noiembrie 2016

Clasa a X-a, Matematica

Problema 1
Se considera multimea M de numere reale care are cel putin doud elemente si care are

proprietatea: pentru orice doui elemente diferite a,b ale sale, numarul a*+ b\ﬁ este rational.

a) Aratati ca este posibil ca multimea sd confind un element X astfel ncat X\/E sa fie
irational.

b) Aratati ca daca multimea are cel putin trei elemente, atunci, pentru orice a€ M , a\ﬁ este
numar rational.

Solutie.

OFICIU et bbbttt b e bbbt 1p

a) M ={£+1,£—1} ........................................................................................................ 3p
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b) Fie aeM ales arbitrar si b,ce M \{a}, b=c.

Cum (b2+a\/§)—(b2+c\/§)eQ,rezulté a2 —cV2 €Q\{0} s 2p

La fel, (a2+b\/§)—(c2+b\/§)eQ, deci  a’-c?eQ, de unde rezultd
(a 2—cﬁ)(aﬁ+c«/§)e@,deci N RN = o R 3p
Ca atare, (a 2—c\/§)+(a 2+c\/§)e<@,de unde av2 €Q v 1p

Problema 2
Se considera functiile f,g:N—N astfel incadt min(f,g) este injectiva, iar max(f,g) este

surjectiva. Aratatica f=g.

Solutie.
OFICIU ettt bbbttt b e bbbt 1p
Notand u=min(f,g) si v=max(f,g), avem u(n)<v(n), pentru orice neN .............. 1p

Deoarece v este surjectiva, existd n,eN astfel incat v(n,)=0; atunci u(ny,) <0, adica
u(ng)=0. In plus, presupunand cid existi m=n, astfel incat v(m)=v(n,)=0, ar rezulta
u(m)=0=u(ny), contradictie cu injectivitatea Iui U .........ccccceereriiiiiiii s 2p

Fie n,e N astfel incat v(n,) =1; atunci u(n,) <1, adica u(n,) €{0,1}. Din injectivitatea lui u,
obtinem u(n;)=1. La fel ca mai sus, presupunand cd existdi m=n, astfel incat v(m)=v(n,)=1, ar

rezulta u(m) =1=U(N;), CONTAICTIC ....eveerireeriiiireiei et 2p
Prin inductie matematica se demonstreaza cid pentru orice k € N, existd i este unic un numar
n, €N astfel incat v(n ) =u(n,) =k, deci u si Vv sunt DijeCtiVe ...........ccccvriiiiiciiireeeces 3p
1_.,1

intrucat n, =u™'(k)=v*(k), pentru orice keN, rezulti u*=v?, deci u=v, adici
Min(f,g)=max(f,g),deunde f =0 . 1p



